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摘　　　要 : 基于定常 Denton程序发展了二维定常、非定常、非线性谐波法计算程序 ,以二维跨声压气机叶

栅为例 ,通过详细对比其定常、非定常和非线性谐波法的计算结果 ,包括确定应力场和叶片表面速度分布等 ,

验证了非线性谐波法具有建模精度较高的优点的同时 ,也分析了该方法的不足 ,包括一些难以克服的主要误

差来源 ,以及计算时间较长等弱点 ;并指出了掺混面处理对于非线性谐波法的重要性.
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Further verif ication of nonlinear harmonic method
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Abstract : A two2dimensional steady , unsteady and nonlinear harmonic met hod (N HM)

RANS code was developed based on Denton steady code. Then t he code was used to simulate

a two2dimensional t ransonic compressor cascade by the above t hree met hods and t he result s

were compared on deterministic st ress fields , blade surface velocity and ot her aspect s. The

comparison indicates t hat N HM present s high precision on modeling deterministic st resses

and mixing2plane t reating plays an important role in the simulations. The shortcomings of

N HM were also discussed , including main unconquerable origins of modeling error and long

comp utational time.
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　　当前叶轮机数值模拟中普遍采用的定常模

拟技术和非定常模拟技术都有各自的不足之处.

前者在多叶片排交界面处理时采用掺混面平均的

方式忽略了上下游的非定常相互作用 ,而后者虽

完整保留非定常细节却因计算量庞大而难以应用

于工程设计.

为了在定常框架内考虑转静干扰效应 ,1985

年美国 NASA 刘易斯研究中心的 Adamczyk 通

过三个平均算子的引入 ,建立了描述叶轮机内确

定性非定常流动的通道平均方程[ 1 ] ( Average2

passage equations) ,旨在通过引入确定应力来反

映转静干扰对时均流动的影响.正如雷诺平均带

来“雷诺应力”模化难题一样 , Adamczyk 的通道

平均方法也引出了“确定应力”的建模难题 ,该项

的建模精度和所需的计算量便决定了通道平均方

程在工程上的应用前景.为解决确定应力建模的

难题 ,近二十年来 ,国内外学者进行了许多创新性

的工作[227 ] .

1992 年 Giles 提出了一种渐进求解的思

路[8 ] . He 在其思路启发下进行了创新性的发
展[9210 ] ,提出了一种求解非定常的新思路 ,非线性



　第 4期 赵　军等 :非线性谐波法的进一步校验分析

谐波法 ( Frequency2based nonlinear harmonic

met hod ,以下简称 N HM) .该方法将非定常流场

分成时均流场和脉动流场两部分进行耦合求解.

时均流场通过解包含确定应力 (脉动流场解的合

成项)的时均流动方程得到 ,而脉动场则通过在频

域内求解 N阶谐波方程得到.该确定应力建模方

法比较严谨 ,建模精度较高 ,不需要经验参数 ,适

用范围较广. N HM 数学上的巧妙和较高的建模

精度近年成为确定应力建模研究的热点之一.文

献[11212 ]将其应用到叶轮机械气动弹性领域 ,文

献[ 13 ]将 N HM应用于三维 1. 5级跨声风扇的计

算 ,采用弱耦合方式求解 ,结果发现确定应力对流

场的时均性能 ,如堵塞和损失产生了显著的影响.

文章还对比了定常和 N HM 的特性线 ,发现偏离

设计点越远两者之间的差别越大 ,但是缺乏非定

常时均结果作为支撑.文献 [ 14 ]采用改进的掺混

面通过对二维单级压气机和三维向心涡轮进行详

细的定常2N HM2非定常时均的三者对比 ,发现

N HM计算速度可以比非定常快 1 到 2 个数量

级 ,建模精度高 ,N HM结果比定常掺混面的结果

更接近非定常时均解 ,同时认为采用前两阶谐波

即可以得到主要的非定常流动特征.国内近期也

对 N HM方法展开研究 ,文献 [ 15 ]以准一维喷管

和二维喷管为算例 ,对 N HM进行了初步分析.本

文作者在文献 [ 16 ]则通过 NASA67 第一级 NU2
M ECA 非定常计算结果的频谱分析对 N HM 的

可行性和应用于叶轮机械数值模拟中的具体问题

进行了探讨.

目前国内关于采用非线性谐波法对叶轮机流

场进行数值模拟的研究还有待进一步深入.本文

在课题组三维 Denton定常程序的基础上编写了

二维的定常程序、非定常程序 ;在二维定常程序的

基础上编调了二维 N HM程序 ,提取 NASA67第

一级的叶中截面并加以调整作为算例 ,进行了频

域图谱、确定应力和时均流场的三者对比 ,以分析

N HM在确定应力建模、时均场模拟方面的精度 ,

同时进行了误差来源的分析和计算时间的对比 ,

最后进行了下排非定常势干扰影响和考虑谐波阶

次的对比分析.

1　数值方法

1 . 1　定常计算

定常模拟工具是课题组三维定常 Denton 程

序的二维化 ,采用纯 H型网格显式时间推进求解

雷诺平均 N2S 方程 ,空间离散采用中心差分格

式 ,并进行流向和周向的光顺以提高稳定性 ,采用

3层多重网格来加速收敛 ;湍流模型为混合长度

模型 ;转静界面采用 Denton 发展的掺混面技

术[17 ] ,保证交界面上下游的流量、动量、能量通量

守恒.

1 . 2　非定常计算

计算域的选取采用了简单且广为使用的“模

化叶片数”的方法 ,便于周期边条的处理.在核心

算法不改变的前提下 ,采用双重时间步法在定常

程序的平台上添加了物理时间步的循环 ,迭代过

程中通过监测第二排叶片进口处的压力、速度以

及计算域出口流量的脉动来判断收敛与否.

1 . 3　非线性谐波法计算

二维直角坐标下的雷诺平均的非定常 N2S

方程可以写成

5
5 t∫∫UdA +∮s [ Fd y + Gd x ] =∮s [ Rd y + Sd x ]

某点非定常瞬时参数可以写成时均参数和脉动参

数之和

U = U + U′

　　把上式代入非定常 N2S方程并进行时间平

均 ,即得到时均 RANS方程

5
5 t∫∫UdA +∮s [ Fd y + Gd x ] =∮s [ Rd y + Sd x ]

　　非定常方程减去非定常时均方程即可得到脉

动方程 ,这里假设非定常脉动中一阶线性项起主

导作用 ,舍弃其余高阶项 ,得到

5
5t∫∫U′dA +∮s [ F′dy + G′d x ] =∮s [ R′dy + S′d x ]

　　不失一般性 ,假设非定常脉动项仅含有基频

谐波 ,U′= U
～

eiωt ,其中ω为基频谐波的角频率. 把

上式投射到频域中即可得频域内的脉动方程

5
5 t′∫∫U
～

dA +∮s [ F
～

d y + G
～

d x ] =

∮s [ R
～

d y + S
～

d x ] - iω∫∫U
～

dA

　　为节省篇幅 ,这里仅给出 F通量在各类方程

中的具体内容.

F =

ρV x

ρV x V x + P

ρV x V y

ρV x H

, F =

ρV x

ρV x V x + (ρV x )′V′x + P

ρV x V y + (ρV x )′V′y

ρV x H + (ρV x )′H′
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F′=

(ρV x )′

ρV x V′x + (ρV x )′V x + P′

ρV x V′y + (ρV x )′V y

ρV x H′+ (ρV x )′H

F
～

=

ρV x

～

ρV x V
～

x +ρV
～

x V x + P
～

ρV x V
～

y +ρV
～

x V y

ρV x H
～

+ρV
～

x H

其中 (ρV x )′V′x , (ρV x )′V′y , (ρV x )′H′等非线性相

关项为确定应力 ,其余变量含义不再详细说明 ,具

体可参考文献[ 9 ] .

N HM有两种耦合求解方法 :强耦合和弱耦

合.首先采用传统的掺混面方法得到定常的流场

解 ,在此基础上进行频域脉动方程的求解可以合

成得到确定应力 ,之后再迭代时均方程来得到新

的时均解 ,据此再次进行频域脉动方程的求解 ,如

此反复迭代直至时均场和脉动场的残差均达到设

定的水平 ,是为强耦合 ;如果在频域脉动方程求解

时让其反复迭代达到设定水平后再合成得到确定

应力耦合给时均方程 ,且时均方程也是在此基础

上进行反复迭代达到设定水平再转到频域脉动方

程继续求解 ,如此“大循环”的反复迭代方法称为

弱耦合.鉴于弱耦合在强非线性的情况下结果的

不可信 ,本文采用强耦合的方式.

需要一提的是 ,在进行脉动场进口边条施加

时采用“空间换时间”的策略 ,认为时均场中掺混

面上游的空间周向波形等价于下游叶排的时变曲

线 ,对其进行复数域内的 FF T分解就可以得到各

阶谐波对应的幅值 ,作为脉动场中下游叶排的进

口边条.

2　结果分析

2 . 1　算例介绍

该二维跨声算例是从 NASA67 第一级的叶

中截面提取.原型转子叶片数 22、静子 34 ,为便于

进行非定常的计算 ,对静子叶型在保证稠度不变

的前提下进行了模化 :由原先的 34调整为 33 ;同

时缩短了轴向的间距以增强其流动非定常性.

网格部分 :采用了 Denton 式样的纯 H 型网

格 ,转子、静子轴向都分布 125网格点 ,在前尾缘

处进行局部加密 ;转子、静子周向都分布 37网格

点 ,在叶片表面也进行了局部的加密 ,如图 1 所

示.在非定常计算时交界面处采用二次 Lagrange

插值 ,故而对该处网格进行周向均匀化以提高插

值精度 ,如图 2 所示.进口/出口的延伸区长度约

为转子/静子轴向弦长的 1. 4倍 ,保证在没有应用

无反射边界条件情况下的计算精度.

2 . 2　非定常结果

采用双重时间步法计算了 10个物理周期 ,每

个周期分为 90个物理时间步 ,每个时间步内的最

大虚拟迭代步数为 100.图 3为静子进口处一点的

轴向速度时变曲线.可以看到 ,在第三个周期以后

流场呈现出良好的周期性 ,平均速度约 140 m/ s ,收

敛后的脉动曲线最大值为 171. 677 m/ s ,最小速度

为 108. 576 m/ s ,相对差值为 63. 101 m/ s ,为平均

速度的 45 % ,说明该算例的非定常效应较为强烈.

图 3　轴向速度时变曲线

Fig. 3　Unsteady change of axial velocity
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图 4为交界面处转子出口和静子进口的轴向

速度沿周向的分布 ,从图中可以看出交界面处的

插值精度较高.

图 4　轴向速度周向分布

Fig. 4　Circumferential wave of axial velocity

图 5给出了某固定物理时刻非定常流动的熵

分布等值线图 ,可以看到熵值在交界面处是连续

的 ,同时可以看到上游转子尾迹在静子中的发展 ,

以及与静子叶表附面层的相互作用.

图 5　熵值等值线

Fig. 5　Isoline of ent ropy

2 . 3　N HM、定常、非定常结果的对比

2. 3. 1　频域图谱的对比

鉴于高阶谐波幅值很小可以忽略 ,本文在

N HM求解时只考虑前三阶谐波 ,图 6 为静子域

内轴向速度的二阶谐波实部 ,其中 (a)为非定常频

域分解结果 , (b)为 N HM 计算结果 ,可以看到在

主流区和叶片表面 ,N HM 结果都和非定常频域

图谱吻合得较好 ,N HM 结果总体幅值较非定常

结果要大一些.

图 6　轴向速度二阶谐波实部

Fig. 6　Real part of 2nd harmonic of axial velocity

2. 3. 2　确定应力的对比

图 7的 (a) , ( b)两图分别给出了非定常后处

理得到的轴向正应力 DSUU ,即 (ρV x )′V′x ,在转

子和静子中的分布.可以看到转子中的 DSU U 较

静子中要小得多 ,相差一个量级.

在多叶排 (Nblade > 2) N HM计算时 ,对于中

间的叶排 ,如果既要考虑上游对下游的尾迹干扰

又要考虑下游对上游的势干扰 ,则需要进行两次

在不同频率下的单独迭代 ,这样会增加一倍的计

算量.鉴于下游对上游的势干扰导致的确定应力

较上游对下游的尾迹干扰导致的确定应力要小得

多 ,作者认为 N HM求解可以只考虑尾迹干扰 ,而

忽略势干扰的影响.虽然该算例是两排的叶栅 ,为

保持程序的通用 ,依然忽略了势干扰的影响.在

2. 3. 6中将进行有无考虑下游叶排非定常势干扰

的结果对比.

图 7 (c)图为 N HM得到的确定应力 DSUU .

可以看到在交界面处确定应力最大 ,之后总体上

沿流向衰减 ,且沿周向并不均匀 ,在前缘处和吸力

面附近有局部的高值区 ,反映了上游尾迹对该处

的流动影响较大. ( b)图和 (c)图的对比显示出

N HM在确定应力建模方面精度高的优势 ,虽然

总体上 N HM结果偏大一些 ,这也恰好与之前谐

波幅值的预估趋势相吻合.作者分析偏差来源于

如下五个方面 :

(1) 脉动方程中只考虑线性项 ,舍弃其余高

阶项 ;

(2) 进行脉动方程求解时只能考虑有限的前

N 阶谐波 ,舍弃高阶的谐波 ;

(3) 假设湍流粘性系数在非定常各个时刻保

持不变[9 ] ;

(4) 脉动场进口边条施加时采用“空间换时

间”的方法会引入误差 ;

(5) 忽略了下排非定常势干扰的影响会引入

一定的误差.

其余确定应力对比结果和 DSU U 近似 ,限于
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篇幅不再给出.

图 7　DSUU云图

Fig. 7　Contour of DSUU

2. 3. 3　总参数的对比

表 1是 N HM、定常、非定常时均得到的总参

数 - 流量、压比、效率的对比.总体上三者绝对值

差别不大 ,不过还是可以看出 N HM 解总参数更

接近非定常时均值.

表 1　总参数对比

Table 1　Contrast of global parameters

项目 N HM解 定常解 非定常时均

流量 10. 072 10. 131 10. 078

压比 1. 380 5 1. 380 9 1. 380 2

效率 0. 897 9 0. 898 0 0. 898 8

2. 3. 4　叶片表面速度对比

与定常计算类似 ,N HM 方法同样要采用掺

混面方法 ,因此掺混面的处理对 N HM 的计算结

果起到至关重要的作用 ,具体处理时需在该处保

证质量、动量和能量通量的守恒[17 ] .时均方程在

掺混面处保证通量守恒时 ,非定常引起的确定应

力也应包含在总通量中 ,如下式所示 (仅以轴向动

量方程为例) ;

∫(ρV x V x + p + (ρV x )′V′x ) d y
up

=

∫(ρV x V x + p + (ρV x )′V′x ) d y
dn

　　而在定常的计算中 ,虽然也保证了掺混面上

下游的通量守恒 ,但是其表达式中没有确定应力

项 ,其名义上的守恒其实和物理概念是冲突的 ,因

为上下游的确定应力不等且相差很大 ,不考虑确

定应力的上下游通量物理本质上是不相等的.

图 8给出了静叶吸力面的轴向速度对比 ,具

体数值以静子进口处周向面积平均的轴向速度为

参考进行了无量纲化 ,其中 N HM 代表 N HM 计

算结果 ;STEAD Y为定常解 ; UNAV G为非定常

时均值.之所以选这个位置、这个物理量是因为这

样可以使差别较为明显 ,如果取压力的分布则没

有清晰的差别.图 9 则为图 8 在叶片区的局部放

大图 ,可以看到考虑 DS效应的 N HM 场比定常

场更接近非定常时均值.非定常时均的轴向速度

比定常要小 ,这是上游尾迹对静子流场的堵塞引

起的 ,反映在表 1 的总流量上也可以看到非定常

时均的流量比定常的要小一些 ;而确定应力的加

入考虑了尾迹的堵塞效应 ,所以计算得到的速度

比定常要小 ,更加靠近非定常时均解 ,表 1的总流

量对比也呈现出该趋势.

图 8　静叶吸力面的轴向速度对比

Fig. 8　Contrast of axial velocity at suction of stator

2. 3. 5　计算时间对比

频域脉动场计算因为在复数域内求解 ,两个

复数的相乘需要四个乘法和三个加法运算 ,经运

行验证总的计算为定常计算的 5 倍 ,如果考虑前

三阶谐波 ,则增加计算量为定常计算的 15倍.而

本算例中非定常计算时间 (321. 4 min)为定常计

算时间 (4. 3 min)的 75倍.

N HM 的各阶谐波求解是相互独立的 ,有很

好的可并行性 ;谐波运算可以通过方程的实部虚
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图 9　局部放大图

Fig. 9　Microscope

部预分解结合并行降低计算时间为原先的 1/ 2.

综合以上分析 ,有望在现有基础上通过各谐波并

行计算、实部和虚部并行计算大幅度降低 N HM

计算时间为定常计算的 (1 + 5/ 2)倍 ,满足工程设

计的需要.

2. 3. 6　非定常势干扰的影响对比

图 10给出的是有/无考虑下游非定常势干扰

的流场对比 ,纵坐标为静叶吸力面表面的无量纲

化后的轴向速度沿流向的分布.可以看到考虑了

非定常的势干扰之后 ,叶片表面速度几乎没有改

变 ,对流场影响很小 ,说明 N HM计算中可以忽略

下游的非定常势干扰.

图 10　静叶吸力面的轴向速度对比

Fig. 10　Contrast of axial velocity at suction of stator

2. 3. 7　谐波阶次的对比

为考察 N HM 计算中谐波阶次对结果的影

响 ,针对某两级跨声叶栅算例进行了考虑前一、

二、三阶谐波的对比.图 11为定常计算得到的相

对马赫数云图.从激波位置可以看出计算状态为

近设计点.

图 12给出的是定常计算、非定常计算、考虑

前一、二、三阶谐波 N HM方法得到的静叶吸力面

表面的无量纲化后的轴向速度沿流向的分布 ,其

图 11　相对马赫数云图

Fig. 11　Contour of relative Ma number

中 (a)图为第一级静子速度分布 , ( b)图为第二级

静子速度分布.从中可以看到 N HM 结果与非定

常时均解在叶片区吻合的较好 ,取前一、二、三阶

谐波得到的结果差异较小 ,在该算例中可以认为

前一阶的精度和前三阶的精度相当 ,该结论普适

性如何将在以后的三维计算中继续考察.

图 12　静叶吸力面的轴向速度对比

Fig. 12　Contrast of axial velocity at suction of stator

3　结　论

本文通过对二维跨声叶栅进行定常、非定常、

非线性谐波法的求解 ,并进行了详细的三者对比 ,

分析得到以下主要结论 :

(1) 非线性谐波法能够较为可靠地模拟确定
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应力的大小及其分布 ,具有较高的建模精度.

(2) 非线性谐波法的结果 ,由于合理地考虑

了确定应力的影响 ,比定常更接近非定常时均场

的结果 ,无论是总参数的对比还是在流动的细节

上.

(3) 通过考虑前一、二、三阶谐波得到的结果

对比 ,发现在两级算例中取前一阶谐波的精度和

前三阶的精度相当 ,该结论普适性有待在以后的

三维计算中考察.

(4) 本文是针对二维单级、两级算例进行的

N HM方法验证 ,下一步将集中在三维单级、多级

算例上进行 N HM 方法精度的校验 ,其中将包括

设计工况和非设计工况下的考察 ,这些工作目前

正在进行中.
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